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关于 Smarandache 函数 的 奇偶 性 
能 文 井 


(陕西 教育 学 院 数 理 系 , 陕西 西安 710061) 


摘 要 : 对 任意 正 整数 m, 著名 的 了 .Smarandache 函数 S(m) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 
使 得 m | ml 即 就 是 S(n) = minfmm : meE NmlmJ],， 令 0S(n) 表示 区 间 [1 可 
中 8S(n) 为 奇数 的 正 整 数 兄 的 个 数 ; 玉 5(m) 表示 区 间 [1 中 中 5(m) 为 偶数 的 正 整 
数 兄 的 个 数 . 在 文 [2] 中 , Kenichiro Kashihara 建议 我 们 研究 极限 lim 2 的 存 
在 问题 . 如 果 存 在 , 确定 其 极限 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 这 一 问题 ,并 得 到 
彻底 解决 ! 即 就 是 证 明 该 极限 存在 且 为 堆 ， 
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1 引言 及 结论 


对 任意 正 整数 mw 我 们 定义 算术 函数 $S(n) 为 最 小 的 正 整数 mm 使 得 ”| mm. 即 就 是 S(n) = 
min{fm : m E N，nlm 寺 ， 这 一 函数 是 美 籍 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 Smarandache 教授 在 他 
所 著 的 书 中 引入 的 是 , 并 建议 人 们 研究 它 的 性 质 ! 从 8S(n) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 ”= 
201D22 por 表示 的 标准 分 解 式 , 那么 S(p) = 了 ax {S(p8)， 由 此 我 们 也 不 难 计算 出 S(m) 
的 前 几 个 值 为 : S(L) = 1 5(2) = 2 93(3) = 3，5(4) = 4 9(5) = 5, 9(6) = 3，5(7) = 7， 
5S(8) = 4 8S(9) = 6,，5(10) = 5 3(11) = 11, 3(12) = 4 3(13) = 13，9(14) = 7，5S(15) = 5， 
9(16) = 6, .…. 关于 3(m)] 的 算术 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 [8-69-10). 
例如 , 文 [ 引 研究 了 一 类 包含 8(m) 方程 的 可 解 性 , 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 ， 即 就 是 
证 明了 对 任意 正 整 数 夺 > 2, 方程 


g(mnl 十 rn2 十 … 十 ?nb) 一 (nli) 十 Sm) 十 .十 Srnp) 
有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (ml1， 7722) ,TU ). 
文 财 进一步 证 明 对 任意 正 整 数 大 > 2, 存在 无 穷 多 组 正 整 数 ( mai,ma,…… ,rmh) 满足 不 等 


式 
(ml +7na2 十 … 十 rp) > 390) 二 9(mo) 十 … 二 5(mp) 


同时 , 又 存在 存在 无 穷 多 组 正 整数 ( rmi; zz … ,mk) 满足 不 等 式 


(nil +7n2 十 十 np) <9ni) 二 Sno) 十 … 十 mh) 
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此 外 , 文 辐 获得 了 有 关 3(m) 的 一 个 深刻 结果 ! 也 就 是 证 明了 渐 近 公式 


2 2C (3 了 了 
2 = 了 +O ( 吉 ) 
其 中 P(m) 表示 m 的 最 大 素 因子 , 6(s) 表示 Riemann zeta- 函数 ， 

现在 我 们 令 0S(m) 表示 区 间 | 由 中 5(m) 为 奇数 的 正 整数 m 的 个 数 ， 王 5(np) 表示 区 
间 |, 可 中 8(m) 为 偶数 的 正 整数 ” 的 个 数 . 在 文 四 中 , Kenichiro Kashihara 提出 了 下 面 的 
问题 


， 9(m) 
3 OS(m) 


是 否 存在 ? 如 果 存 在 , 确定 其 极限 . 

关于 这 一 问题 , 至 今 似乎 没有 人 研究 , 至 少 我 们 没有 看 到 过 有 关 方面 的 论文 . 本 文 的 主要 有 目 
的 是 利用 初等 方法 研究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 

定理 对 任意 正 整数 ”> 1, 我 们 有 估计 式 


ES (1 
O5(m) 了 ( 蕊 ) 
显然 这 是 一 个 比 解决 文 [2] 中 问题 更 强 的 结论 . 由 此 定理 我 们 立刻 得 到 下 面 的 : 
推论 对 任意 正 整数 w 我 们 有 极限 


， ES(m) 
O39(mn) 


=10 


2 定理 的 证 阴 


这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 ， 首 先 我 们 估计 已 S(m) 的 上 界 ， 事实 上 
当 站 > 工时 , 设 站 = 10122282 了" 表示 mm 的 标准 分 解 式 , 那么 由 函数 58(n) 的 定义 及 性 质 可 
设 S(m) = 8(p2) =mm:pi 若 mm=: 那么 S(n) = ma 为 奇数 ， 除非 mn = 2. 令 M = nm, 于 是 


我 们 有 
ESm=》1<sI+ 》 1sl+>1I+ > 1 人 
<nm K<n S(b<M kpa<n 
2|5( 有 S(B)=5(paj，a>2 ap>M az22 
现在 我 们 分 别 估计 (1) 式 中 的 各 项 , 显然 有 
>》 1I<》1+ 》 1< I+ 》，， 》1 
pc<m jp2<7m pa<m 电 <p<v5 上 < 达 pc<m k< 届 
ap>M，a>2 2p>M ap>M，a>23 9 ap>M，a>3 
了 入 也 亿 也 也 
瓜 人 >》， 奈 十 >》， 丈 < 扫 史 十 汪 歼 十 > 玩 
总 <p<v 2p2%<m P<Vm DP<Vn 
ap>M，a>3 ap>M，a>p ap>M, 3<a<p 
饮 名 
< 和 Ze 时 > Ze 
PS<VY PS<V7 
a>V 末 p>VM, a>3 


人 (2) 
lnmn 2vMH-L M nn 
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对 于 (1T) 式 中 的 另 一 项 , 我 们 需要 采取 新 的 估计 方法 . 对 任意 素数 p < M, 令 afp) )= | 茹 |， 
即 就 是 a(p) 表示 不 超过 :5 的 最 大 整数 . 设 v = 也 pe 人 四 、 对 任意 满足 5(W) < M 的 正 整 


数 居 设 S(5 = 5(p“), 则 由 有 3(P 的 定义 一 定 有 mi 从 而 


所 以 所 有 满足 8(k) < M 的 正 整数 大 一 定 整除 ww 所 有 这 样 的 个 数 不 会 超过 v 的 正 因数 的 
个 数 , 即 就 是 d(u). 所 以 我 们 有 


>》 1I<>》1= au+a)= 再 t+ 总 |) 


S(D<M dp<M 


有 [有 人 席 区 ])】 G) 


.其 中 emp(y) = 电 . 
由 素数 定理 的 两 种 形式 (参阅 文 [7-8]) 
AM AM 
TCM) = 》 1= 王 一 人 作 ) 有 mp=M+o( 记 7 
二 ImM ln2 M ， in M 
可 得 
n(+| 基 |)s >n(+ 苞 ) 
D<AM D<AM 2 一 1 
1 

本 np-1I+M)-Inp-mnll--= | 

2 af 人 3 
<r(M) .ln(2M) 》 ”Inp+ 并 ; 三 

P<M DCM 了 2 
_M .IDn(2M) MM AM 
| 册 
注意 到 M = jnm, 由 (3) 及 (4) 式 立刻 得 到 估计 式 
了 也 
1 和 exp (5) 
2 全 
其 中 c 为 一 正常 数 , 


注意 到 ep ( 吝 2) < 本 ,于 是 结合 (1), (2) 及 (5) 式 立 刻 推出 估计 式 ; 


Bs(m= 》、 1=0( 忌 -) 
天 妇 了 1 


215( 各 
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显然 08(p) + 马 S(n) = m 所 以 由 上 式 可 得 


0s 四 =n-B5m=n+o( 疡 ) 
从 而 

BSm 0( 巴 ) 1 

0Sm n+O( 配 ) (总 ) 
于 是 完成 了 定理 2 的 证 明 ， 
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On the parity of the Smarandache function 
XIONG Wen-jing 


( Department of Mathematics and Physics, Shaanxi Institute of Education, Xiran 710061,China) 


Abstract: For any positive integer nm, the famous Smarandache function 5(mn) is defmned as the smallest positive 
integer ”mn such that mm!l. That is S() = min{m : me Nm 人 .Let OS(n) denotes the number of all mn 识 
the interval [1，m] such that 2|5(n) + 1 and 王 S(m) denotes the aumber of all mn in the interval {1，m] such that 
2|5S(n)，In reference [2]，Kenichiro Kashihara asked us to determine the limit ,lim 2 


一 = OS(n) 
limit. In this paper，we solved this problem completely, and prove that its limit is zero. 


, 这 让 exists， find its 


了 Keywords: Smarandache function, Properties, parity， limit 
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